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Abstract: In queste note viene presentato un algoritmo per la costruzione di 
un albero bayesiano fattoriale da un numero finito di esempi. Il grafo viene 
usato come struttura su cui operare inferenza bayesiana mediante propaga-
zione delle probabilità. L’algoritmo è presentato in dettaglio con riferimento 
ad un esempio basato su un numero limitato di stringhe di caratteri.  
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1. Introduzione  

 
La risoluzione di problemi probabilistici su grafi mediante il meccanismo 

della propagazione delle densità (Belief Propagation, BP) (Pearl, 1988; Loe-
ligher et al., 2007), è un promettente paradigma per la gestione e il recupero 
dell’informazione in molti campi quali: l’elaborazione numerica dei segnali, 
le comunicazioni, l’intelligenza artificiale e la robotica. L’approccio bayesia-
no alla elaborazione dell’informazione consente di operare inferenze probabi-
listiche su dati incompleti, o su dati  parzialmente affetti da errori, mediante il 
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cosiddetto meccanismo del “ragionamento bayesiano’’:  il sistema risponde 
con delle probabilità a posteriori dopo che i dati provenienti dalle osservazio-
ni (evidenza) sono stati “iniettati” nel grafo. L’uso  di questo meccanismo, 
che è alla base  della decodifica di efficienti codici a correzione d’errore, qua-
li i Turbo Codici (Forney, 2001), è sicuramente uno dei criteri più prometten-
ti per la progettazione di sistemi di intelligenza artificiale che, addestrati su 
esempi reali, o su regole formali, forniscano predizioni sulla base di un mo-
dello generativo delle  osservazioni. Questo paradigma più volte presentato 
nella letteratura sotto vari nomi, quali Reti Bayesiane, Modelli Generativi, 
Grafi Fattoriali, Campi di Markov, Memorie Associative e altro, riflette alcu-
ne intuizioni oramai molto diffuse (Jordan and Sejnowsky, 2001)  su come un 
sistema informativo “neurale’’ debba essere concepito. Le osservazioni e le 
ipotesi sul funzionamento della corteccia celebrale (Hawkins, 2004) sembra-
no confermare come la memoria sia una proprietà distribuita della rete neura-
le e  che gli accessi ad essa siano multipli, distribuiti e bidirezionali. Nella 
costruzione di un sistema artificiale, che conservi le caratteristiche principali 
di un sistema neurale, si può immaginare che la risposta del sistema a degli 
stimoli sia una condizione di equilibrio informazionale1 ottenuta come la 
combinazione probabilistica di inferenze parziali,  provenienti da varie moda-
lità sensoriali e da varie parti specializzate del sistema. Le ipotesi architettu-
rali che emergono da queste considerazioni si discostano notevolmente dalla 
struttura seriale della  macchina di Turing e promettono una rivisitazione 
completa della struttura dei sistemi di elaborazione numerica .  

La teoria  matematica della probabilità è il migliore strumento operativo 
per descrivere e progettare un sistema che deve poter apprendere,  rispondere 
a delle domande in maniera determinata, e allo stesso tempo formulare delle 
ipotesi come risultato di una procedura di inferenza statistica (Jaynes, 2003). 

La teoria delle Reti Bayesiane (Pearl, 1988), molto popolare in statistica, 
e ultimamente molto utilizzata nello studio delle sequenze di DNA in geneti-
ca, è il paradigma di riferimento per studiare le relazioni strutturate tra varia-
bili aleatorie descritte su grafi. Diverse varianti operative sono state proposte 
nella letteratura, a seconda che le variabili aleatorie siano associate a dei nodi 
o a dei rami. In queste note abbiamo preferito utilizzate la versione basata sui 
Grafi Fattoriali (Factor Graphs, FG) in cui le variabili sono associate ai rami 
del grafo e i nodi sono i fattori (Forney, 2001; Loeliger, 2004; Loeliger et al., 
2007). Nuove opportunità emergono nel modellare i sistemi con grafi fatto-

 
1 I collegamenti tra la teoria dell’informazione e la termodinamica (Cover  e Thomas, 1991) 

aprono delle prospettive interessanti in cui il sistema informativo assomiglia più ad una macchi-
na termodinamica che ad una macchina sequenziale.  
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riali soprattutto nella possibilità di realizzare operazioni computazionalmente 
complesse in architetture distribuite basate su VLSI ed FPGA.  

In queste note riportiamo un algoritmo per la costruzione gerarchica di 
una memoria associativa a partire da un numero finito di esempi. La memoria 
è un codice ad albero che si costruisce, mediante un’operazione di fraziona-
mento gerarchico. Essa consente il richiamo associativo e la correzione degli 
errori mediante la propagazione delle probabilità sul grafo.  

  L’algoritmo è presentato con riferimento ad un esempio molto sempli-
ce: la memorizzazione e il richiamo di un piccolo insieme di parole. L’idea 
appare molto promettente ed è facilmente applicabile a database di grandi 
dimensioni per immagini, segnali monodimensionali e altre modalità senso-
riali.  
 
 
2.  Costruzione del modello generativo    
 

Supponiamo che siano disponibili  esempi ( [ ], [ ], … , [ ]), =
1, . . ,  della stringa di variabili ( , , … , ), dove le variabili appartengo-
no agli alfabeti ( , , … , ). La rappresentazione non codificata degli e-
sempi richiede  | | bit di memoria, se ogni esempio è presente 
una sola volta, dove | | è la cardinalità dell’alfabeto . L’accesso 
all’informazione richiede un indice di  bit per identificare ogni esem-
pio. Nella semplice memorizzazione degli esempi in forma di lista non si è 
sfruttata minimamente la struttura dell’informazione contenuta nelle stringhe. 
Le possibili relazioni locali tra le variabili non sono utilizzate. Le dipendenze  
locali possono essere  molto utili  al “richiamo associativo” quando solo in-
formazione parziale, o errata, sulle stringhe è disponibile. L’obiettivo è per-
tanto cercare una rappresentazione distribuita che tenga conto delle caratteri-
stiche strutturali delle stringhe e che possa essere usata come  grafo fattoriale  
per inferenza probabilistica. L’idea di usare strutture efficienti di accesso a 
basi di dati è già contenuta nei cosiddetti Hash Codes (MacKay, 2003), molto 
usati in varie modalità nei sistemi operativi e nelle reti peer-to-peer. L’idea di 
spezzettare l’informazione viene qui usata in maniera diversa per trovare una 
rappresentazione gerarchica ad albero che costituisca il grafo fattoriale su cui 
operare dinamicamente mediante propagazione dell’inferenza.  

Presentiamo l’idea con riferimento ad un semplice esempio.  Si consideri 
l’insieme di 8 esempi della stringa ( , , … , )elencati in tabella 
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1 L A S C I A T E 
2 O G N I b b b b 
3 S P E R A N Z A 
4 V O I b b b b b 
5 C H E b b b b b 
6 E N T R A T E b 
7 P  E R b b b b b 
8 M E b b b b b b 

 
Sono presenti 8 stringhe di caratteri, con il simbolo “b” che indica il 

“blank”. Una prima analisi degli esempi mostra che le variabili hanno alfabeti 
diversi. In particolare  

 
= { , , , , , , , };  = {1,1,1,1,1,1,1,1}; 
= { , , , , , , };  = {1,1,1,1,1,1,2}; 
= { , , , , , , };  = {1,1,2,1,1,1,1}; 
= { , , , };  = {1,1,2,4}; 
= { , , };  = {1,2,5}; 
= { , , , };  = {1,1,1,5}; 
= { , , , };  = {1,1,1,5}; 
= { , , };  = {1,1,6}; 

 
dove abbiamo anche indicato il numero di occorrenze per ogni simbolo.  La 
struttura degli esempi  può essere sfruttata meglio se andiamo a codificare le 
sottostringhe. Per esempio, supponiamo di partizionare l’insieme in quattro 
coppie ottenendo le seguenti associazioni 
 
 

        
  
  
  
  
  
   
  

 

1 (1) 
2 (1) 
3 (1) 
4 (1) 
5 (1) 
6 (1) 
7 (1) 
8 (1) 

  
  

   
  
  
   
  
   

1 (1) 
2 (1) 
3 (1) 
4 (1) 
5 (1) 
6 (1) 
7 (1) 
8 (1) 

   
  
  
   

 

1 (1) 
2 (1) 
3 (1) 
4 (5) 
 

   
  
   
   

 

1 (1) 
2 (1) 
3 (1) 
4 (5) 
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dove abbiamo definito delle nuove variabili ( , , , )  con alfabeti 
= {1,2,3,4,5,6,7,8}; = {1,2,3,4,5,6,7,8}; = {1,2,3,4}; 
= {1,2,3,4}. In parentesi sono anche indicate il numero di occorrenze. La 

fase gerarchica successiva è la determinazione degli alfabeti delle coppie del-
le nuove variabili  
 

    
1 1 
2 2 
3 3  
4 4  
5 5 

 6 6   
7 7  
8 8  

1 (1) 
2 (1) 
3 (1) 
4 (1) 
5 (1) 
6 (1) 
7 (1) 
8 (1) 

1 1 
4 4 
2 2  
3 3 

 

1 (1) 
2 (5) 
3 (1) 
4 (1) 
 

 
in cui due nuove variabili ( , )  con alfabeti = {1,2,3,4,5,6,7,8}; =
{1,2,3,4}  sono state definite. La tabella finale rappresenta l’alfabeto di  

  con la associazione alla variabile  di alfabeto  = {1,2,3,4,5,6,7,8} 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
1 1 
2 2 
3 3  
4 2  
5 2 

 6 4   
7 2  
8 2  

1 (1) 
2 (1) 
3 (1) 
4 (1) 
5 (1) 
6 (1) 
7 (1) 
8 (1) 
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L
O
S
V
C
E
P
M

1
2
3
4
5
6
7
8 

A
G
P
O
H
N
E 

1
2
3
4
5
6
7
8 

S
N
E
I
T
R
b 

1
2
3
4
5
6
7
8 

C
I
R
b 

1
2
3
4
5
6
7
8 

1
2
3
4 

I
A
b 

A
N
T
b 

1
2
3
4 

T
Z
E
b 

E
A
b 

1
2
3
4 

1
2
3
4 

1
2
3
4 

1
2
3
4 

1
2
3
4 

1
2
3
4 

1
2
3
4
5
6
7
8 

1
2
3
4
5
6
7
8 

1
2
3
4
5
6
7
8 

1
2
3
4
5
6
7
8 

1
2
3
4
5
6
7
8 

1
2
3
4
5
6
7
8 

1
2
3
4
5
6
7
8 

1
2
3
4 

b 

f 
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La figura precedente mostra il grafo generativo completo degli esempi in cui 
sono anche indicate le tabelle di corrispondenza. Ovviamente le partizioni 
delle variabili utilizzate ai vari livelli gerarchici sono solo una delle possibili 
associazioni.  Si potrebbero considerare delle terne, o delle variabili che si 
congiungono a livelli gerarchici successivi. Nell’esempio di figura si vede 
chiaramente come ad un unico valore della variabile , che costituisce una 
sorta di  primitiva, viene associata (richiamata) un’unica stringa.  
Per esempio, per = 5,  ( ) = (5,2), ( , , , ) = (5,5,4,4), 
( , , … , ) = ( , , , , , , , ).  

Gli esempi sono stati  “cablati” nell’albero. 
Più interessante è l’uso del grafo come memoria associativa in cui l’albero 
viene usato come grafo fattoriale bayesiano.  I blocchi rappresentano le fun-
zioni di probabilità condizionata (in questo caso le corrispondenze da sinistra 
a destra sono funzioni deterministiche) tra le variabili aleatorie e i messaggi 
possono essere propagati in entrambe le direzioni sull’albero per inferenza 
probabilistica. Illustriamo anche questa operazione con un esempio. Suppo-
niamo che alla fine dell’albero sia disponibile la stringa incompleta 
(E?????E?) e vogliamo usare la memoria per trovare la migliore associazione. 
Denotiamo con  e , i messaggi inverso (backward) e diretto (forward) 
rispettivamente, per la variabile generica . Le regole per la propagazione 
delle densità sono semplici somme e  prodotti (sum-product) descritte nella 
letteratura (Loeliger, 2004) (vedi anche (Palmieri, 2008) per una semplice 
formulazione matriciale). Poiché  e  sono note,  = (0,0,0,0,0,1,0,0) 
e = (0,0,1,0). Le altre variabili sono sconosciute, pertanto  =

= (7), = (4), = (3), = (4), 
= (3),  dove ( ) indica la distribuzione uniforme su  simbo-

li. Proseguendo nell’albero fino alla radice e ripropagando in avanti i mes-
saggi abbiamo la ricostruzione completa (E,N,T,R,A,T,E,b).  
Il richiamo associativo può essere completato anche senza arrivare alla radice 
dell’albero poiché i messaggi rientranti dai rami laterali possono già risolvere 
alcune delle incertezze locali.  

Molto utile è anche l’uso della memoria in presenza di errori, ovvero 
quando si presentano al sistema delle stringhe contenenti dei caratteri sbaglia-
ti. Per trattare tale eventualità bisogna modellare anche il processo di genera-
zione dell’errore definendo delle nuove variabili , = 1, … ,8   

 
 
 
 
 
 

  ( | ) 
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dove ( | ) è la matrice | | × | | delle probabilità condizionate che mo-
dellano lo scambio dei caratteri. Supponendo qui per semplicità che l’errore 
possa avvenire in maniera uniforme su tutti i simboli dell’alfabeto per ogni 
variabile, la matrice ( | ) conterrà la probabilità di corretta generazione  

 sulla diagonale e le probabilità di scambio (1  )/( | |  1) unifor-
memente distribuite sulle righe. Il richiamo associativo quindi parte dalle e 
presegue inizialmente  a ritroso nell’albero, per poi essere ripropagato in a-
vanti per produrre una migliore inferenza sulle   mediante . 
Per meglio illustrare il processo associativo, proponiamo il seguente esempio.  
Supponiamo che  = .9 e che la stringa osservata sia (EHTRATbb). Ci so-
no due errori che vorremmo correggere mediante richiamo associativo.  Pro-
pagando a ritroso nel blocco che modella gli errori otteniamo  

= (.0143, .0143, .0143, .0143, .0143, .9, .0143, .0143),  
= (.0167, .0167, .0167, .0167, .9, .0167, .0167), 
= (.0167, .0167, .0167, .0167, .9, .0167, .0167), 
= (.0333, .0333, .9, .0333), 
= (. 05, .9, .05),  
= (.0333, .0333, .9, .0333), 
= (.0333, .0333, .0333, .9), 
= (.05, .05, .9). Operando la propagazione a ritroso e poi di nuovo verso 

le foglie otteniamo l’inferenza finale su , , … ,  mediante i  prodotti 
normalizzati = , = 1, … ,8, che danno (ENTRATEb). 
 

 
 

3. Conclusioni 
 

 L’algoritmo proposto in queste note mostra come sia possibile costruire 
un grafo gerarchico a partire dalle caratteristiche congiunte di variabili pre-
senti in un numero finito di esempi. La rappresentazione distribuita consente 
di integrare conoscenze parziali e globali sui dati mediante flussi probabilisti-
ci bidirezionali. 

Le opportunità offerte dal paradigma presentato sono eccellenti. Esso 
può essere facilmente applicato a scenari di utilizzo molto diversi quali la e-
laborazione delle immagini, l’analisi dei segnali e il controllo adattativo. 
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